DÉTERMINATION FINIE SUR UN ESPACE DE STEIN 

MAURICIO GARAY 



RÉSUMÉ. On généralise le théorème de détermination finie sur les 
singularités isolés au cas des espaces analytiques de Stein. 



Introduction 

La démonstration classique du théorème de détermination finie, pour 
les singularités isolées, utilise fortement les propriétés de l'algèbre lo- 
cale. Elle ne s'adapte donc pas de manière directe au cas des variétés 
de Stein, à moins d'hypothèses drastiques. Le but de cet article est 
d'étendre et de généraliser ce théorème au cas d'une fonction sur une 
variété de Stein pour un idéal quelconque. 

Avant dénoncer ce théorème, commençons par rappeler l'énoncé du 
théorème classique dans un cadre holomorphe. Notons 0„ l'algèbre des 
germes de fonctions analytiques à l'origine dans C^. U idéal jacobien du 
germe /, noté J/, est l'idéal de 0„ engendré par les dérivées partielles 
de /. Il revient au même de dire que l'origine est un point critique isolé 
de / ou bien que l'espace vectoriel 0„/J/ est de dimension finie. Le 
nombre 

fi{f) := dimc 0„/J/ 

est alors appelé le nombre de Milnor de /. 

L'anneau 0„ est local et on note M„ l'idéal maximal des germes qui 
s'annulent en l'origine. La puissance fc-ième de cet idéal maximal est 
égale aux germes dont le développement en série de Taylor à l'origine 
s'annule à l'ordre k. 

Théorème ([TTl [T71 IIB])- Pour tout germe de fonction holomorphe 
f G On et tout germe g G M^^■^^+^ il existe un germe d'application 
biholomorphe 

ip : (C", 0) ^ (C", 0) 

tel que f o if = f + g. 

Par exemple, pour une fonction / avec un point critique non-dégénéré 
à l'origine, on a //(/) = 1. Le germe / se ramène alors à un polynôme 
de degré 2, par un changement de variables holomorphe. C'est le lemme 
de Morse complexe. 
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Considérons à présent le cas plus général qui fait l'objet de cet article. 
Soit K C X un compact d'un espace analytique complexe X. Pour tout 
voisinage U, U' de K avec U C U', la restriction induit un morphisme 
d'algèbres 

r(u',Ox) ^r(u, Ox) 

oii r(— , — ) désigne le foncteur des sections globales. On a ainsi un 
système direct dont on note Ox,k la limite. Un élément de Ox,k est 
une fonction holomorphe définie sur un voisinage de K dans X, mais 
on ne précise pas quel est ce voisinage. On note Mk C Ox,k l'idéal des 
fonctions identiquement nulles sur K. 

On dit que K est un compact de Stein s'il admet un système fon- 
damental de voisinages de Stein. Pour tout idéal I C Ox,k, on a une 
filtration 

Ox,k3IdPd.... 
Pour tout élément / de Ox,k, on note !(/) l'image de l'application 

®Ox,K Derox,K(I) — ^ Ox,k, a<^v^ av{f). 

Théorème 1. Soit K un compact de Stein d'un espace analytique com- 
plexe X et f & Ox,K un germe de fonction holomorphe. Supposons qu'il 
existe u EN tel que 1" soit contenu dans l'idéal !(/). Pour tout germe 
g e F; il existe un germe d'application biholomorphe 

^:(X,K)^(X,K) 

tel que f o(p^ f + g. 

La démonstration que je donnerai repose fortement sur les propriétés 
des variétés de Stein. Par conséquent, je ne sais pas si, à l'instar du 
résultat classique, ce théorème reste vrai dans un cadre C°°. En re- 
vanche, on a une variante analytique réelle immédiate de ce résultat. 

On définit l'idéal jacobien de / comme l'image de l'application 

Derox,K(Ox,K) Ox,k, v ^ v{f). 

Pour l'idéal M'^, on peut améliorer la borne u donnée par le théorème 
précédent : 

Théorème 2. SoitK un compact de Stem d'un espace analytique com- 
plexe X et f E Ox,K un germe de fonction holomorphe. Supposons qu'il 
existe fi E N tel que soit contenu dans l'idéal jacobien de f. Pour 
tout germe g G M{^^ , il existe un germe d'application biholomorphe 

(^:(X,K)^(X,K) 

tel que f o cp = f + g. 

Pour tout idéal I de codimension k dans un anneau local A, la puis- 
sance k-ieme de l'idéal maximal est contenue dans I. Ainsi, dans le cas 
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OÙ X = C" et K est un point, on retrouve le théorème de détermination 
finie classique. 

À titre d'exemple, prenons X = (C/27rZ) x C = {(0, r)} et soit K le 
cercle réel : 

K = {{e,r) e (C/27rZ) x C : 9 E M/27rZ, r = 0}. 

Les éléments de Ox,k sont des séries de la forme a^ nr^e*"^. Pre- 
nons 

/ : {r,9) t-^ r''. 

Le théorème affirme alors que toute série de la forme + r^~^^g{r,d) 
se ramène à par un changement de variables biholomorphe. Ce qui 
se vérifie directement en utilisant le changement de variables 

ip : {e,r) ^ {e,r^l + rg{r,e)). 

Chacun des théorèmes précédents peut-être reformulé en termes d'ac- 
tions de groupes, par exemple : 

Théorème 3. Soit I un idéal de Ox,k, f ^ Ox,k et u tel que F C !(/). 

L'espace affine / + F est contenu dans l'orbite de f sous l'action du 
groupe des automorphismes de l'algèbre Ox,k- 

Le module des dérivations de l'algèbre Ox,k constitue l'analogue, en 
dimension infinie, de l'algèbre de Lie de son groupe d'automorphismes. 
On semble donc reconnaître un théorème qui relie l'action d'un groupe 
avec celle de sa linéarisation. Ce point de vue heuristique est développé 
rigoureusement dans cet article, prolongeant ainsi le résultat de [5]. 

§1 La catégorie des espaces vectoriels échelonnés 

1.1. Echelonnement d'un espace vectoriel topologique. Une S- 

échelle de Banach est une famille décroissante d'espaces de Banach 
(Es), s e]0, S[, telle que les inclusions 

E,+, CE„ se]0,S[, aG]0,S-s[ 

soient de norme au plus 1. 

Soit E un espace vectoriel topologique. Un S -échelonnement de E est 
une échelle (E^) de sous-espaces de Banach de E telle que 

i) E = lnnE, = |J ' 

se]o,s[ 

ii) la topologie limite directe de la topologie des espaces de Banach 
Es coïncide avec celle de E. 

L'intervalle ]0,S[ s'appelle l'intervalle d'échelonnement. Si F est un 
sous-espace vectoriel fermé d'un espace vectoriel échelonné E alors E/F 
est échelonné par les espaces de Banach Es/(E fl F)^. 
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La notion d'échelonnement vise à transférer les propriétés de E aux 
espaces de Banacli E^, mais l'objet que l'on étudie reste E et non pas 
l'échelle de Banach. Lorsque le paramètre S ne joue pas de rôle par- 
ticulier, nous parlerons simplement d'échelle de Banach ou d'espace 
vectoriel échelonné. 

Pour un ensemble A C C", nous noterons Â son intérieur. Une suite 
croissante de compacts K = (Kg), s G [0, S] est appelé une famille 
exhaustive de compacts si Kg est contenu l'intérieur de K^/ pour tout 
s', s avec s' > s. 

Exemple 1. Soit (K^), s G [0, S] une famille exhaustive de compacts de 
C". Les espaces vectoriels 

E, := C°(K„C)nr(K„Ocn,o) 

sont des espaces de Banach pour la norme 

|/|.:= sup|/(z)|. 

z&Ks 

Ils définissent un échelonnement de l'espace vectoriel topologique Ocn,K- 
Les suites (Eg2), (E^s) donnent d'autres exemples d'échelonnement de 
Oc",K, avec les mêmes espaces de Banach (voir section S] pour plus de 
détails) . 

L'utilisation d'échelles de Banach en analyse remonte aux fonde- 
ments de l'analyse fonctionnelle. On la trouve par exemple dans la 
démonstration du théorème de Cauchy-Kovalevskaïa donnée en 1942 
par Nagumo [L2l (voir également [H]). Elle est également à la base 
de la démonstration proposée par Kolmogorov du théorème des tores 
invariants [S]. 

Cependant ces auteurs ne considèrent qu'une échelle fixe, l'idée de 
considérer toutes les échelles possibles d'un sous-espace vectoriel topo- 
logique est déjà présente dans la thèse de Grothendieck [7]. En revanche, 
Grothendieck n'utilise pas le choix d'un paramétrage de l'échelle comme 
une donnée supplémentaire. 

1.2. Filtration d'un espace vectoriel échelonné. Soit E un espace 
vectoriel échelonné. Les sous-espaces vectoriels 

EC^) = {x g e : 3C, r, \x\s < Cs^ Vs < r} 

filtrent l'espace E : 

E := E(°) D E(i) D E^^) d . . • . 

Exemple 2. Considérons les polycylindres 

= {(2:1, 2:2, . . . , 2;^) G C" : l^il < s , . . . , \zn\ < s}. 
Comme précédemment, échelonnons l'espace vectoriel 

0„ := Oc",K,K = {0} C C" 
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par les espaces de Banach 

E, := C°(K„C)nr(K„Ocn,o). 
L'anneau Oc",k est local d'idéal maximal 

M„ := {/ e Ocn,K : /(O) = 0}. 

La filtration d'espace vectoriel échelonné coïncide avec celle donnée par 
les puissances de l'idéal maximal : 

Définition 1.1. Soit E un espace vectoriel échelonné. L'ordre d'un 
vecteur x G E es^ le plus grand k >0 tel que x G E'^'^^ . 

1.3. Morphismes d'un espace vectoriel échelonné. Soit E, F deux 

espaces vectoriels S-cchelonnés. 

Nous dirons d'une application linéaire que c'est un morphisme entre 
des espaces vectoriels échelonnés E, F, si pour tout s' e]0, S[, il existe 
s e]0, S[ tel que l'espace de Banach E^/ est envoyé continîiment dans F^. 
Nous avons ainsi définit la catégorie des espaces vectoriels échelonnés. 

Nous désignerons par £(E, F) l'espace vectoriel des morphismes de 
E dans F et lorsque E = F, nous utiliserons la notation £(E) au lieu de 
/C(E, E). Il n'y pas de raison, a priori, pour que £(E, F) coïncide avec 
l'espace des applications linéaires continues de E dans F, mais dans les 
exemples concrets que nous allons traiter ce sera toujours le cas. 

Si II "Il désigne la norme d'opérateur sur l'espace de Banach £(Es/, F^), 
nous noterons \\u\\ la norme de l'opérateur défini par restriction de u à 
Es'. 

Le noyau d'un morphisme u : E — y F entre espaces vectoriels S- 
échelonnés est un espace vectoriel S-échelonné par : 

{Keïu)s = Es n Keiu, s <S. 

Venons-en à la notion de convergence d'une suite de morphismes. 
La norme d'opérateur induit sur les espaces vectoriels £i(Es/,Fs), une 
structure d'espace de Banach. 

Définition 1.2. Une suite de morphismes de L(E,F) converge 
vers un morphisme u e £(E, F) si pour tout s' e]0,S[, il existe s G 
]0,S[ tel que la restriction de (m„) définisse une suite de £(Es/,Fs) qui 
converge vers la restriction de u. 

Un sous-ensemble X de L (E, F) sera dit fermé si toute suite conver- 
gente de points de X à sa limite dans X. (L'utilisation du mot «fermé» est 
légèrement abusive, car il ne s'agit pas a priori du complémentaire d'un 
ouvert.) 
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Exemple 3. Comme précédemment, échelonnons l'espace vectoriel 

O„:=Oc",K,K = {0}cC" 
par les espaces de Banach 

E, :=C°(K„C)nr(K„Ocn,o). 
Fixons A > 0, l'application 

est un morphisme de L(C)„) car 

/ G c°(K„ c) n r(K,, c) =^ uif) e c%K^s, C) n r(KA„ C). 

Plus généralement, on vérifie, sans difficultés, que l'espace vectoriel 
L(0„) coïncide avec celui des applications linéaires continues pour la 
topologie forte. 

1.4. Morphismes bornés. 

Définition 1.3. Un morphisme u G /C(E, F) entre deux espace vectoriel 
échelonnés est appelé un r-morphisme si pour tout s' g]0, r] et pour tout 
s g]0,s'[, on a l'inclusion uÇEg') C F^ et u induit par restriction une 
application linéaire continue 

Us',s '■ — > Fg. 

On a alors des diagrammes commutatifs 




pour tout s' G]0,r] et pour tout s g]0, la flèche verticale étant 
donnée par l'inclusion F^ C F. 

Exemple 4. L'application u construite dans l'exemple du n° précédent 
n'est pas un r-morphisme alors que tout opérateur différentiel déffnit 
un r-morphisme. 

Définition 1.4. Un r-morphisme u : E — > F d'espaces vectoriels 
^-échelonnés est dit k-borné, k >0 s'il existe un réel C > tel que : 

\u{x)\s < Ca~'^\x\s+a, pour tous s G]0,r[, a G]0,r — s], a; G Eg+a- 

Un morphisme est dit k-borné (resp. borné) s'il existe r (resp. r et 
k) pour lequel (resp. lesquels) c'est un r-morphisme fc-borné. Lorsque 
E = Es et F = Fs sont des espaces de Banach, on retrouve la définition 
habituelle de morphismes bornés. (Nous n'utiliserons pas la notion plus 
générale d'application linéaire bornée d'un espace localement convexe, 
notre terminologie ne devrait donc pas porter à confusion.) L'espace 
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vectoriel des r-morphismes (resp. des morphismes) fc-bornés entre E 
et F sera noté 'B^(E,F) (resp. !B''(E, F)). On note NJ:(m) la plus petite 
constante C vérifiant l'inégalité de la définition ll.4[ 

Exemple 5. Considérons, l'échelonnement de 0„ définit à l'aide des 
polycylindres K^. D'après les inégalités de Caucliy, tout opérateur diffé- 
rentiel d'ordre k est fc-borné. 

Proposition 1.1. Considérons un diagramme exact d'espaces vecto- 
riels échelonnés 

Fi ^ El ^ Ei/Fi ^ 



F2 ^ E2 ^ E2/F2 ^ 

Si u est un r-morphisme k-borné alors v est également un r-morphisme 
k-borné et de plus 

La démonstration est immédiate. 

1.5. L'échelle de Banach (S^(E,F)). 

Proposition 1.2. Si E, F sont des espaces vectoriels 'ë)- échelonnés 
alors les espaces vectoriels normés (S:^(E, F), N;^), r g]0, S[, forment 
une S-échelle de Banach. 

Démonstration. La seule difficulté consiste à montrer que l'espace vec- 
toriel Sj:(E, F) est complet pour la norme N:^, pour tout r g]0, S[. 

Je dis que toute suite de Cauchy C Sj:(E, F) converge vers un 
morphisme u G /C(E, F) au sens de 11.31 Soit donc s' g]0, t[ et s g]0, s'[. 
Comme les sont des r-morphismes, ils induisent, par restriction, 
des applications linéaires continues 

Vn '■ E^/ > Fs. 

Par définition de la norme Nj:, la suite (f„) est de Cauchy dans l'espace 
de Banach £(Es/,Fs) donc convergente. Ceci démontre l'affirmation. 

Montrons à présent que si une suite de Cauchy (m„) C S:^(E, F) 
converge vers un morphisme u G £(E, F) alors u est dans !B^(E, F). 
L'inégalité 

montre que la suite (N^{un)) est de Cauchy dans M donc majorée par 
un constante C > 0. On a alors les inégalités : 

[^(x)!^ < \u{x) — Un{x)\s + Ca^^\x\s_^.a■, pour tout n, 

pour tout X G Es, pour tout s G]0,r] et pour tout a G]0,r — s]. Par 
conséquent, le r-morphisme limite u est /c-borné de norme au plus égale 
à C. La proposition est démontrée. □ 
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La suite (3^(E, F), N^), r e]0,S[ munit l'espace vectoriel S*^(E,F) 
d'une structure d'espace vectoriel échelonné. Ainsi, l'échelonnement des 
espaces vectoriels E, F se propage à celui des espaces de morphismes 
bornés. 

§2 L'application exponentielle 

2.1. Convergence de la série exponentielle. 

Proposition 2.1. Soit u un t -morphisme l-borné d'un espace vec- 
toriel échelonné E. Si l'inégalité 3NJ(m) < s est satisfaite pour tout 
s < T alors la série 

converge vers un morphisme de E, et plus précisément 



xysi' ' 1 



3N1(m) 



i>o ^ ' {i-\)s 
pour tous A e]0, 1 - ^^^[, s e]0,r] et x e E^. 

Démonstration. Si u, v sont des morphismes, respectivement k et k' 
borné, alors leur composition uv est {k + /c')-borné et on a l'inégalité 

En effet : 



pour tout X G E^+CT. Plus généralement : 

Lemme 2.1. Le produit de n morphismes ki bornés Ui, i — 1, . . . ,n, 

est un morphisme k-borné avec k := Yl^=i 

n 

De plus si tous les Ui sont égaux à un morphisme l-borné u, on a : 



n! 

Démonstration. La première partie du lemme s'obtient en découpant 
l'intervalle [s, s + cr] en n parties égales, comme nous l'avons fait précé- 
demment pour n — 2. Prenons tous les Ui égaux et 1-bornés. D'après 
le lemme, on a alors 

Une variante de la formule de Stirling montre que 
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En effet, en utiiisant i'expression intégrale suivante de la fonction F : 
n\ 

et l'estimation 



r+oo 

i\ = V{n + 1) = / é'^^^'^^-^^dt. 
Jo 



-l(t-l)2-l<logt-t, 



il vient : 

»+oo 



r+oo 

r{n + 1) > n'^+^e"" / e-^^'-^^"dt > n^+^e"" > n^S"". 
Jo 

Ceci démontre que 

ni 

□ 

Nous pouvons à présent conclure la démonstration de la proposition. 
On a ^ 

j>0 ^' 

Le morphisme est j-borné et on a l'inégalité : 

ce qui démontre la proposition. □ 

Finalement, remarquons que deux morphismes 1-bornés u,v & !B^(E) 
qui commutent et qui satisfont aux conditions de la proposition précédente 
vérifient l'égalité 

En effet, si m et v commutent alors les suites 

A -sr R -sr 

j=o j=o 

vérifient 

{u + vy 
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et si des suites de morphismes (A„), (B„) convergent respectivement 
vers A, B alors (A„B„) converge vers AB. Le cas particulier v — —u 
montre que l'exponentielle d'un morphisme 1-borné est inversible. 

Exemple 6. Considérons l'espace vectoriel Oc,o échelonné comme précé- 
demment. L'exponentielle de Xzdz converge et donne l'automorphisme 
d'algèbre 

n>0 
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Plus généralement, toute dérivation de la forme 

zh{z)d^, h e Oc,o 

est exponentiable. En résumé, l'algèbre de Lie g des dérivations de Oc,o 
est filtrée 

avec 

= {z''h{z)d,, h e Oc,o} 
et tout élément de g^^^ est exponentiable. 

Notons Mc,o, l'idéal maximal de l'anneau local Oc,o '■ 
Mc,o = {/ e Oc,o : /(O) = 0}. 
Lorsque v G g^^^ et / G Mc^o,on a : 

eV = / + ^^-/ (modMê+^). 

Ce qui donne un sens précis au fait que l'action infinitésimale de e"" est 
donnée par la dérivation le long de v. En général, ce n'est plus vrai si 

l'on fait seulement l'hypothèse v G g^^\ Par exemple pour v — —-zdz 
et f — z^, on trouve : 

e^f = z'-z'+'^ + ... + i-ir'^ + ...^e-h' 

Zi . Th. 

alors que / + v{f) — 0. 
2.2. Théorème principal. 

Théorème 2.1. Soit E un espace vectoriel échelonné. Soit C 
!B^(E) une suite de T-morphismes 1-bomés. Si l'inégalité 

i>0 

est vérifiée pour tout s < t alors la suite {gn) définie par 

converge vers un élément inversible de 'C(E). 
Démonstration. Commençons par le 

Lemme 2.2. Soit une suite de T-morphismes 1-bornés exponen- 
tiables. Pour tout s < t et tout x &Es, on a l'inégalité 

1 

\9nX\xs < 3 y^n N^f^ r 

^ (l_A)s ^î=0 ^^sl"v 

pourvu que 

i=0 
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Démonstration. Notons Cj_„ C V l'ensemble des éléments i = {ii, . . . 
dont les coordonnées sont dans {0, . . . , n}. On a alors la formule 

T— -7y=^H —T = ^ ^ Zi, Zi := Zij^Zi^ ■ ■ ■ Zi. 

pour tout a G M. 

Pour tout i = G Cj^„ on note a{i) le vecteur dont les 

composantes sont obtenues à partir de i par permutation pour que 
cr{i)p > cr(z)p+i. 

On pose 

u[i] := u„{i)^u„(i)^ ■ ■■u„(i)^, i G Cj-„. 
Développons Çn en série puis regroupons les termes de la façon suivante : 

^ n ^ n n n 

j>0-^' ieC-i,„ i=0 1=0 j=0 i=j+l 

Posons 



D'après le lemme I2.H on a l'inégalité : 
et par suite 

3 



Zi^s\x\s, VA GlO, 1[ 



Posons 

3 

a 



{l-\)s 
On obtient ainsi l'estimation 



^ i>o ieCj> 

Ceci démontre le lemme. □ 

Achevons la démonstration du théorème. Pour cela, fixons s G ]0, r]. 
Par hypothèse, on a 

On peut donc choisir A g]0, 1[ tel que 



35^Ni(«.)<(l-AK 



î>0 
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Notons la norme d'opérateur dans £(Es, E;^^). Le lemme précédent 
donne l'estimation 

1 

\\9n\\x < ^ _ 3 y< ^l(u-)' 

La suite (gn) définit donc, par restriction, une suite uniformément 
bornée d'opérateurs dans LÇEg, Exs)- 

Soit à présent e]0, 1[ tel que 

3supNj^^(iti) < (1 — ij)Xs. 

i>0 

Nous allons montrer que la suite définit, par restriction, une suite 
de Cauchy dans L(Es, E^as)- La proposition en découlera, car ce dernier 
est un espace de Banach pour la norme d'opérateur. 

Je dis que la série de terme général \\gn — Çn-iHxi^ est convergente. 
Pour le voir, écrivons 

9n - 9n-i = (e"" - Id)g'„_i 
où Id e '^(E) désigne l'application identité. 

En développant l'exponentielle en série, on obtient l'inégalité : 

(3NLK))^+^ ^ _ 3 NLK) , , 

y\\s — o^i / , X , ^ \y\\s, 



(e--Id)yU,.<(j:-^ 
\j>o 



n)Xsy+^ / 1 - u - ^^^.,("») As 



As 

pour tout y G Exs- En prenant y — ÇnX, ceci nous donne l'estimation 

3Ca NL(«n) 



||(e""-IdK-i|UM< 
La quantité 



^ 1 _ „ _ 3Ni.,K) As 

" As 



Kx,i^ := sup 



n>0 1 _ y _ -^^i^^"") 

est finie car la suite 3Nj^^(u„) tend vers lorsque n tend vers l'infini. 
Nous avons donc montré l'estimation 

II. . Il <K ^As(^n) 
\\gn — gn-l\\Xu. S J^X,u. T • 

As 

Il ne nous reste plus qu'à utiliser l'inégalité triangulaire pour voir que 
{çn) définit une suite de Cauchy de l'espace de Banach £(Es,E^as) : 

Il Il I 3Nj^^(M„+i) 

\\9n+p — 9n\\Xti ^ \\9n+i ~ 9n+i-l\\xn ^ Ka,/* I 

i=l \î=l 

Ceci montre bien que la suite (gn) converge vers un élément g G '^'(E). 
On démontre de même que la suite définie par 
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converge vers un élément h G ^{^)- Pour tout n G N, on a : 

Qnhn = Kgn = W 

donc gh = hg = Id . Ce qui montre que h est l'inverse de g. Le théorème 
est démontré. □ 

§3 DÉTERMINATION FINIE SUR UN ESPACE VECTORIEL 

ÉCHELONNÉ 

3.1. Enoncé du théorème et principe de la démonstration. 

Théorème 3.1. Soit E un espace vectoriel échelonné, a G E, M ■un 
sous-espace vectoriel fermé de E, q un sous-espace vectoriel de !B^(E)^^) 
qui préserve M, G un sous-groupe fermé de -^(E) contenant exp(g). Si 
l'application 

p : g — y M, u u ■ a 

possède un inverse à droite borné alors l'orbite de a sous l'action de G 
est égale à a + M. 

Notons 

l'inverse de l'application p. Soit 6 G M, on cherche g E G tel que 
g ■ a = a + h. Pour cela, on considère les suites (6„) et définies par : 

1) bn+i := e-""(a + 6„) - a; 

2) Un+i ■■= j{hn+i)- 

avec 6o = Uq = jih). 

Dans cette itération, la suite peut également être définie par la 
formule 

Un+i = j ( (e""" (a + Un a) - a)) 

Supposons que la suite formée par les produits 

gn :=e""...e"^e"« 

converge vers une limite g et que tende vers Og. Dans ce cas, la 
suite = ((7„x) converge vers a. En effet, par définition de j, on a 

Unia) = bn 

et en passant à la limite sur n, dans les deux membres de l'égalité, on 
trouve 

Oe = b'. 

En passant, maintenant à la limite dans l'égalité 

gn{a + 6) = a + 6„ 

on trouve bien g{a -\- b) = a. CQFD. 

Le théorème sera donc démontré pourvu que soit convergente 
et que («„) tende vers Og. D'après le théorème 12. il suffit pour cela 
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de montrer que la série ^„>oNj(Mn) est majorée par 3s pour tout s 
suffisamment petit, et comme nous allons le voir c'est un fait presque 
immédiat. 

3.2. Démonstration du théorème [3. Il Soit ]0, S [ l'intervalle d'éche- 
lonnement de E. Quitte à remplacer S par S' < S, on peut supposer que 
a G Es et S < 1/2. Par ailleurs, quitte à multiplier toutes les normes 
par une même constante, on peut supposer que 

|a|s < 1. 

Lemme 3.1. Pour tout r-morphisme 1-borné u vérifiant la condition 

SN^w) ^ 1 
T-s - 2' 



on a l'inégalité : 

e-(Id +u)-Id )al < . ^ ,, Kiuf 

(r - sy 



pour tout s g]0, r[. 
Démonstration. On a l'égalité : 

e-'^(id+.)-id = 5:^±ii(-irv-^ 

n>0 ^ ~^ 

d'où l'estimation : 

n>0 ^ n>0 ^ ' 



car |a|s < 1- Comme 

ml{u) 



< 1 



T — s 

le membre de droite est égal à 

x2 mliu) 



n>0 ^ ' 



y [n + i]x'~ = — --r, avec x 



En utilisant l'inégalité 

a;2 1 
< 1, Va; G [0, 



(1 - ' - - 2^' 

on trouve bien la majoration du lemme. □ 

En prenant r = 2s dans le lemme, on voit, en particulier, que l'ordre 
de Un augmente strictement avec n. 

Fixons /c G N tel que j soit /c-borné. Quitte à réduire l'intervalle 
d'échelonnement, on peut supposer que j est un S-morphisme fc-borné. 
Puisque l'ordre de Un augmente strictement avec n, on peut supposer, 
quitte à remplacer la suite Un par Un+k+ii que Uq est d'ordre + 3. 
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Considérons les suites (cr^) et définies par 
s 

— 2„+2 ' — Sn~ 2(T„, Sq — 2s. 

La fonction N23(mo) décroit avec s au moins à la vitesse de s'^^^. Il 
existe donc r > tel que pour tout s < t, l'inégalité suivante soit 
vérifiée au rang n — : 

(*) Nl{u„)<ma'^-^\ 
avec m := 2^ min(l, N^(j))- 

Montrons alors que l'inégalité (*) est vérifiée pour tout n> 0. Pour 
cela, supposons qu'elle soit satisfaite au rang n. Appliquons alors le 
lemme avec 

bn+i := (e-""(Id+M„)-Id)(a) 
et T — s — an- On obtient l'inégalité : 

En utilisant l'hypothèse de récurrence et la définition de m, on obtient 
l'estimation : 

2 2fe+4 

\h J < ^ < rMn-2'=+2 

\On+l\sn-<Jn S Nfc(^^-y2 - 

Comme j est A;-borné, et Un+i — on en déduit l'inégalité : 

Nl„(«»«) < ^ < -«-S. 

On a donc bien 

n>0 n>0 

pour tout S < T. Le théorème est démontré. 

§4 Échelonnements en géométrie analytique 

4. 1. Généralités. Soit 3^ un faisceau en espaces vectoriels topologiques 
définit sur un espace topologique X. On appelle fibre du faisceau 3^ en 
un compact K C X, noté î'k, l'espace vectoriel 

3^K =liî^r(U, J) 

oii U parcourt l'ensemble des ouverts contenant K ordonné par l'inclu- 
sion. 

Un élément de î'k est une section du faisceau 5" au voisinage de 
K, pour laquelle on oublie de préciser la taille du voisinage de K sur 
laquelle elle est définie. Prendre la limite directe revient donc à identifier 
deux sections qui sont égales sur un ouvert contenant K : 

f ^ g <^ 3U D K, /|u = g\v- 
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Dans le cas où K est réduit à un point, on retrouve la notion de germe 
en un point. Nous parlerons donc de germes de fonctions holomorphes 
en un compact. C'est une notion classique (voir par exemple [4J). 

En munissant les espaces vectoriels r(U, 3^) de la topologie de la 
convergence compacte, on munit la limite directe J'k d'une topologie. 

L'espace topologique 3^k peut s'obtenir comme limite directe d'es- 
paces de Banach de la façon suivante. Notons V l'ensemble des voi- 
sinages compacts de K, ordonné par l'inclusion. Pour K' G V, on 
considère l'espace vectoriel B(K') des fonctions continues sur K' qui 
sont holomorphes dans l'intérieur de K'. C'est une espace de Banach 
pour la norme : 

B(K')-^M, /h^sup|/(^)|. 

zeK' 

L'espace vectoriel î'k est limite directe des B(K') : 

= lii^B(K'), K' e V. 

Nous allons à présent échelonner ces espaces vectoriels lorsque K est 
un compact de Stein. D'après le théorème de plongement des espaces 
de Stein, on peut se limiter au cas des sous-espaces analytiques de 

[niniiiaiin]. 

Soit K un compact de Stein de C" et X un sous-espace analytique 
de C". Posons K' = K fl X. D'après le théorème A de Cartan, on peut 
choisir une présentation du module Ox,k' : 

Oc",K — > Oc^.K — > Ox,K' — > 

L'image de cette application est fermée (voir appendice), l'espace vecto- 
riel Ox,K' se voit ainsi muni d'une structure d'espace vectoriel échelonné. 

On définit, alors, les échelonnements des fibres en K' = K fl X pour 
un faisceau analytique cohérent 5" sur X. Pour cela, on choisit une 
présentation de J'k' : 

^x,K' ^x,K' — ^ 3^K' — > 0, 

et on prend sur J'k' la structure échelonnée induite par celle de Oc",k- 
Ainsi chaque structure échelonné sur Oc",k induit des structures échelonnés 
sur les fibres en K' = K fl X d'un faisceau cohérent sur X. 

4.2. La structure échelonnée C°. Soit K = (K^), s G [0, S] une 
famille exhaustive de compacts d'un espace analytique X. 

L'espace vectoriel topologique Ox,Ko est alors échelonné par les es- 
paces de Banach : 

E, := c°(K„c)nr(K„Ox). 

On induit ainsi une structure échelonné sur la fibre en Kq de tout 
faisceau cohérent 3^, définit sur un sous-espace analytique de C". Nous 
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l'appellerons la structure C*^ associé à la famille K, nous la noterons 
C°(K,5'). On définit ainsi un foncteur de la catégorie des faisceaux 
cohérents sur X vers celles des espaces vectoriels échelonnés : 

C°(K, -) : Coh(X) EVE, J ^ C°(K, J). 

Proposition 4.1. Soit (K^) une suite exhaustive de compacts de Stein 
d'un espace analytique X et 3^, S des faisceaux analytiques cohérents sur 
X. Tout morphisme 

î'ko — > Sko 
de Ox,Ko-'niodules définit un morphisme 0-borné 

C°(K,3^) -^C°(K,g). 

Démonstration. D'après la proposition 11.11 il suffit de montrer la pro- 
position pour un morphisme de module libres 

La somme de morphismes 0-borné étant 0-borné, on peut se restreindre 
au cas p = q = 1] auquel cas la proposition est évidente, car les espaces 
C*^(K, Oc")s sont des algèbres de Banach. □ 

4.3. La structure échelonnée L^. Soit X un espace analytique et 
K = (K^) une famille exhaustive de compacts de Stein de X. Les espaces 
de Hilbert 

L2(K„c)nr(K„0x). 

munissent l'espace vectoriel topologique Ox.Ko d'un échelonnement. 

Ceci définit pour tout faisceau cohérent 5", une structure échelonnée 
sur que nous noterons L^(K,3^). On a, à nouveau, un foncteur de 
la catégorie des faisceaux cohérents sur un espace analytique vers celle 
des espaces vectoriels échelonnés. 

L'inégalité de Cauchy-Schwarz montre que tout morphisme de mo- 
dule est 0-borné, mais on a plus : 

Proposition 4.2. Soit K = (K^) une suite exhaustive de compacts 
de Stein dans un espace analytique X et 3^,S des faisceaux analytiques 
cohérents. Tout morphisme surjectif 

î'ko — ^ Sko 
de Ox,Ko-fnodules admet un inverse 0-borné 

L2(K,g)^L2(K,3^). 

Démonstration. Choisissons s assez petit pour que le morphisme définisse, 
par restriction, une application linéaire continue 

M, :L2(K,3^), ^L2(K,g),. 

Le noyau de cette application est un sous-espace fermé F^. D'après le 
théorème de l'image ouverte, la restriction de Us à l'orthogonal de 
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est un isomorphisme d'espaces de Hilbert. Notons Vg son inverse. On 
obtient ainsi un inverse à droite linéaire et continu de Ug : 

a : L2(K, g), l?iK, J), = F, © , x (0, Vs{x)). 

Il ne reste plus qu'à observer que, pour s' < s, la multiplication donne 
des isomorphismes canoniquesu 

l2(k, Ox)s'®l2(k, 3^)s ^ l2(k, l2(k, Ox).'êL2(K, g), ^ l2(k, g),,. 

Via ces isomorphismes, l'application 

ids'^cr: V{K, Ox).'èL2(K, g), V{K, Ox).'éL2(K, 3^), 

s'identifie à une section continue du morphisme 

M,. :L2(K,J),, ^L2(K,g),,. 

Comme la norme de id^' ® o" est égale à celle de a ceci conclut la 
démonstration de la proposition. □ 

4.4. Recouvrements échelonnés. Soit (K^) C C", s G [0, S] une fa- 
mille exhaustive de compacts. Munissons C" de coordonnées (^i, . . . , Zn) 
et notons P le polycylindre 

P = G C" : \zi\ < 1, i = l,...,n}. 

Définition 4.1. Une famille exhaustive de compact (K^) est appelée un 
recouvrement échelonné si pour tout point z le polydisque z + crP 
est contenu dans le compact ¥^s+u, pour tous s G [0, S[ et cr G [0, S — s[. 

Dans le cas plus général d'un espace analytique X, nous dirons qu'une 
famille exhaustive de compacts est un recouvrement échelonné si on 
peut plonger X dans C" de telle sorte que cette famille soit obtenue 
comme intersection d'un recouvrement échelonné de C" avec X. 

Nous allons construire des recouvrements échelonnés de la façon sui- 
vante. Soit 

^ : D fi ^ [0,S],S G [0,+oo[ 

une fonction propre de classe définie sur un ouvert fi C C" dont la 
dérivée est bornée. Munissons C" de la norme maxj=i^...^„ I ■ I st soit || • || 
la norme d'opérateur dans L(C",C). Soit M un majorant de la norme 
des dérivées de ifj : 

sup ||DV^(z)|| < M 

Lemme 4.1. La famille de compactsK = (Kg) avecKs := ■«/'""'^([O, Ms]) 
est un recouvrement échelonné. 



1. On note lâ le produit tensoriel topologique projectif voir [51 [71 [TC]. 
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Démonstration. Soit 2 G K,,, la formule de Taylor donne : 

^(z + crô) = ij{z) + ( [ Dtp{z + taô)dt)aô, ô eP. 

Jt=o 

On a bien : 

^p{z + aô) < ^p{z + aô) + sup \\D^Ij{z + ta5)\\a < Ms + Ma, 

te [0,1] 

ce qui démontre le lemme. □ 

Si un recouvrement K = (K^) peut-être définit comme dans le lemme, 
et si de plus la fonction ip est pluri-sousharmonique, nous dirons que 
K est un recouvrement Stein- échelonné. 

4.5. Comparaisons des échelonnements C° et L^. Soit un fais- 
ceau cohérent 5" sur un espace analytique X et K une famille exhaus- 
tive de compacts . Comme toute fonction continue sur un compact 
est intégrable, l'application identité de Ox,Ko dans lui-même induit un 
morphisme 0-borné 

C°(K,3^) ^L2(K, J) 

Proposition 4.3. Si K = (Kg) est un recouvrement Stein- échelonné 
d'un espace analytique X, l'identité de Ox.Kq induit un morphisme 1- 
borné 

L2(K,3^) C°(K,3^). 

Démonstration. En vertu de la proposition 11.1^ il suffit de montrer la 
proposition pour le faisceau structural des espaces vectoriel C", n G N. 
Pour z G Us et 0" fixés, on pose 

f{z + aô) = ^a^crJ, G C". 

i>o 

Par un calcul direct, on obtient 



Jz+aP -^n 



j>0 

Comme le recouvrement K est échelonnée, le polycylindre z + crP est 
contenu dans K, . „ donc 



\fiz)\'dV< / \fiz)\'dV=\f\U^ 
On en déduit les inégalités : 

|ao| = \fiz)\ < a-' (^j^^ ^ \f{z)?dY^"' < a-'\fU.. 
Ce qui démontre la proposition. □ 
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En combinant cette proposition avec la proposition \4.2\ on obtient 

le 

Corollaire 4.1. Soit K = (K^) un recouvrement Stein- échelonné dans 
un espace analytique X et 3^, S des faisceaux analytiques cohérents. Tout 
morphisme surjectif 

3^x,Ko — ^ Sx,Ko 
de Oy^^]^^-modules admet un inverse 1-borné 

C°(K,g) ^C°(K, J). 

4.6. Cas réel. Supposons la variété X munie d'une involution anti- 
holomorphe 

r : X — ^ X 

et K est un compact contenu dans Xr. L'espace ^x,k des germes de 
fonctions analytiques réelles le long de K est un sous-espace vecto- 
riel topologique fermé de Ox,k- H hérite par conséquent des structures 
échelonnées de Ox,k- 

La partie réelle d'une sous-variété X C de Stein définie par des 
fonctions analytiques 

5fi, . . . ,5f„ : X — ^ C, 
admet des recouvrements Stein-échelonnés. Il suffit, en effet, de poserU : 

n n 

^ = ^\9i\ + ^\z - r{z)\ 

i=l i=l 

et de considérer un recouvrement associé à ip comme dans 14.41 Ces 
recouvrements sont invariants par l'involution r. 

4.7. Démonstration des théorèmes [T] et [2]. On muni l'espace vec- 
toriel Ox,K d'un échelonnement C° provenant d'un recouvrement Stein- 
échelonné. 

Par hypothèse, l'application 

®Ox,K Der Ox,k(I) — ^ ^x.k, a®v'r^ av{f) 

contient l'idéal F dans son image. On note g la préimage de cet idéal. 
Les éléments de q sont d'ordre 2 et ce module s'identifie canoniquement 
à un sous-espace d'apphcations 1-bornés. 

On applique le théorème 13.11 avec a = /, E = Ox,Kî M = F et 
g comme décrit ci-dessus. D'après le corollaire 14. le théorème 13.11 
s'applique, ce qui démontre le théorème [TJ 

Pour la démonstration du théorème |2]on procède de la même manière : 
l'application 

Dero^^(Ox,K) — > Ox,k 
2. Cette fonction m'a été suggérée par P. Dingoyan. 
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contient l'idéal dans son image. On note V la préimage de cet idéal. 
Les éléments de g = M|- ® V sont d'ordre 2 et ce module s'identifie 
canoniquement à un sous-espace d'applications 1-bornés. Les inclusions 

®Ox.K Derox,K(Ox,K) C Mk ®Ox,k Der Ox,k(Ox,k) C Derox.Kl^K) 

montre que M^"^^ est stable par q. Le théorème [2] est donc également 
une conséquence du théorème 13.11 

Annexe §A Sur l'image d'un morphisme de Ox,k-modules 

A.l. Le théorème de Banach-Kôthe. Toute application linéaire 
continue entre espaces de Fréchet (localement convexe, métrisable) est 
ouverte. C'est le théorème de l'image ouverte appelé aussi théorème de 
Banach. 

Considérons un espace vectoriel E qui soit l'union dénombrable stric- 
tement croissante de sous-espaces de Fréchet : 

E = [J En, E„ C E„+i. 

Les inclusions E„ C E„+i donnent un système direct 

— y Eq — y Ex — y E2 — y ■ . . 

dont E est la limite ; il est donc muni d'une structure d'espace vectoriel 
topologique. L'espace vectoriel topologique E est réunion dénombrable 
des Ej qui sont d'intérieur vide, ce n'est donc pas un espace de Baire. 
En particuher, la topologie de E n'est pas métrisable et le théorème de 
l'image ouverte ne s'applique pas. On a toutefois le 

Théorème ([S]). Soit E un espace vectoriel union dénombrable d'es- 
paces de Fréchet. Si E est un espace complet pour la topologie induite 
par ses sous-espaces de Fréchet alors toute application linéaire continue 
surjective est ouverte. 

A. 2. Énoncé du résultat. Rappelons qu'une application linéaire conti- 
nue entre espaces vectoriels topologiques u : E — y F est appelée stricte 
si elle induit un isomorphisme d'espaces vectoriels topologiques entre 
E/Kerw et Imu [21 [3]. 

Proposition. Soit K C C" nn compact et M, N deux modules de type 
fini sur l'anneau Oc",k- Toute application Ocn j<^-linéaire de M vers N 
est stricte. 

C'est un résultat classique (voir par exemple [lû]). Nous allons voir 
que le théorème de Banach-Kothe permet d'en donner une démonstra- 
tion alternative. 
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Démonstration. Il suffit de démontrer la proposition pour M = k 
et N = j^. Commençons par le 

Lemme. Soit A une algèbre topologique. Si pour tout x E A l'image 
de la multiplication par x est stricte alors toute application A-linéaire 
A" — > AP est également stricte. 

Démonstration. Soit u,v : E — > F deux morphismes stricts, je dis 
qu'alors 

i) {u, v) : E — > F X F, x i-^ {u{x),v{x)) est strict ; 

ii) u + v:E — > F, x i->- u{x) + v{x) est strict. 

La restriction d'un morphisme strict à un sous-espacc vectoriel ferme 
est à nouveau un morphisme strict. Donc la restriction à diagonale A 
de l'application 

w : E X E — > F X F, {x,y) {u{x),v{y)) 

est stricte. Ce qui démontre i). 

Considérons le morphisme strict 

s : F X F — > F, {x, y) x + y. 

La composée de deux morphismes stricts est stricte donc sow\a — u+v 
est strict. Ce qui démontre ii). 

Comme toute application linéaire est une somme finie d'applications 
de rang 1, les affirmations i) et ii) entraînent immédiatement le lemme. 

□ 

D'après le théorème de Banach-Kothe, il nous reste donc à montrer 
que la multiplication par a est d'image fermée, pour tout a G Oc»,k- 

Pour cela, considérons deux suites de germes en K de fonctions ho- 
lomorphes (yk), {xk) avec yk = ax^. Il s'agit de prouver que si (y^) est 
convergente alors (x^.) l'est également. Pour cela, il suffit de démontrer 
que, pour chaque droite complexe L C C", la restriction des x^ k h 
définit une suite convergente. On est ainsi ramené au cas n = 1. Si 
la limite existe elle est unique, il suffit donc de vérifier la propriété 
localement. 

Comme les zéros d'une fonction holomorphe d'une variable sont isolés 
et comme la propriété d'être holomorphe est locale, on peut supposer 
que K = {0}. Posons alors 

a{z) = z%{z), 6(0) 7^ 0, 

on a 

gk{z) = z''hk{z), Wk{0)^0. 
Ce qui montre que la suite (/fc) s'écrit sous la forme 

/, = ^, 6(0) ^ 0. 
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La suite (/i^) étant convergente, ceci démontre la convergence de la 
suite (/fe). La proposition est démontrée. □ 

Soit I C Oc",K un idéal engendré par fi, . . . , fk G Oc",k- En appli- 
quant la proposition à l'application 

k 

^C",K ^ C)C",K, («1, • • • , Ofc) H- Œifi, 

1=1 

on obtient le 

Corollaire. Tout idéal de l'espace vectoriel topologique Oc",k définit 
un sous-espace vectoriel fermé. 

Remerciements. Merci à P. Dingoyan et J. Féjoz pour leur aide, ainsi 
qu'à J.-C Yoccoz pour m'avoir signalé une erreur dans la démonstration 
initiale du théorème 12.11 
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